Calcolo delle variazioni A www.velichkov.it

ITERAZIONE DI DE GIORGI E STIME L®°

1. IL TEOREMA PRINCIPALE
Teorema 1. Sia Q un aperto di misura finita in R? e sia f € LP(), dove p > 4. Allora la soluzione debole
u € HHQ) di
-Au=f in Q, u € Hy(Q).

¢ limitata e si ha la stima

2p—d
[ullLoe < Capll fllze|Q 7.

Proof. Dimostrereremo il teorema in dimensione d > 3.
Supporremo inoltre che f > 0 e che di conseguenza anche u > 0 su 2.
Fissiamo ora t > 0 e consideriamo la funzione test

uNt.

Allora, l'ottimalita di u implica

1 1
Q/Wu\Qda:—/uf(x)da: < §/|V(u/\t)\2dx—/(u/\t)f(a:)dx
che possiamo scrivere come

%/|V(u—t)+|2d$S/(U—t)+f($) dx

Ju-ts@as<isle (fu-0z7)
<Hf||Lp </Uti2> d ‘Qt|2zfi;d

_2d_ 2d 2p— d+
< I1Flles (/w—ww) e

Ora, osserviamo che

dove

D’altra parte

Cd/|V(u—t)+|2dx2 (/Qt(u—t)jfdz dx)dd

2p—d | d—2
1w =) 4llL2e < Call fllpe| Q| 7+

Di conseguenza,

Fissando
T>t e Qr={u>T},
abbiamo che
I = )4 lle > (T = )|
e quindi
(T = )|Qr| = < Cal 0|00 7"+ 57
Consideriamo le successioni
= (1 — 2’”)T e M, =, |
Di conseguenza,
TY "M < Cyllflpe M
che scriviamo come o
Moy < SN (52%)" pgaee,
Ta—2
1



dove la costante € > 0 ¢ definita come
_2p—d 2d

pd a2 "

Ora, scegliendo T tale che
2d
a—2 1/
Cd“fJLLP _ (2%) / |Q‘_€,
Td=z
abbiamo che (vedi Lemma 3)
|Qr| = lim M, =0

n—oo
il che conclude la dimostrazione. O

Esercizio 2. Dimostrare il teorema precedente in dimensione d = 2.

Lemma 3. Siano C > 0,e >0, b > 1 e K delle costanti positive e sia M,, una successione (di numeri reali
positivi) tale che
My=K e M, <Cb"M!*e.

Se )
€= R
allora
lim M, = 0.
n—oo
Proof. Dimostreremo per induzione che
Mn S Ka7n7

dove a > 1 e una costante che sceglieremo in seguito. Osserviamo che
M1 < CO"Mpte < Ob" (Ka™™)
Per dimostrare il passo induttivo, bisogna scegliere a in modo tale che

cb(Ka™)' ™ < Ko™,

1+e¢

ovvero tale che

e\ 1
C (ba ) < ok
Scegliendo
a:="b'/s
otteniamo che se
C< 1
= p/Ke’

allora
lim M, =0. O
n— oo

2. OPERATORI A COEFFICIENTI VARIABILI

Sia Q un aperto di misura finita su R? e sia
ain(z) ... aya(x)
Alz) =
g1 .- add
una matrice simmetrica a coefficienti variabili
ai; =aj; : Q=R
(Lebesgue) misurabili su €2 e tale che
cld < A(z) < CId perogni ze€Q,

dove 0 < ¢ < C sono due costanti e dove ricordiamo la seguente definizione

Definizione. Date due matrici d x d simmetriche ed a coefficienti
reali M ed N, diciamo che M < N se

v!Mv < v'Nv per ogni vettore v e R




Diremo che u € H}(Q) ¢ una soluzione debole del problema
—div(A(z)Vu) = f in Q, u € HE (),
se
/ Vu A(z) [Vv]t dx = / flx)vdz per ogni v € HH Q).
Q Q
Osservazione 4. La soluzione debole del problema
/ Vu A(z) [Vv]tdx = / f(z)vdx per ogni v e Hi(Q).
Q Q
esiste ed & unica. Inoltre, u € H}(Q) & anche l'unica soluzione del problema variazionale

min{%/QVuA(a:) [Vu]tdac —/Qf(x)udx per ogni u € HEH (D }
d

Teorema 5. Siano Q un aperto di misura finita in RY, f € LP(Q)) per un qualche p > 5, ed A una matrice

simmetrica a coefficienti variabili su € tale che
Id < A(z) < LId per ogni x € Q,
dove 0 < £ < L sono costanti. Allora la soluzione debole u € H}(Q) di
—div(A(z)Vu) = f in Q, u € HE(Q),

¢ limitata e si ha la stima

Cd 2p—d
lullaos < =Z2 I lasl 57

3. STIME L' — L® g L2 — [

Osservazione 6. Nelle ipotesi del teorema precedente, abbiamo che per ogni t > 0

Od, 2p—d
10w =Dl < =E IS Nl 9] 757,
dove
= {u > t}.

In particolare, quando p = oo,
Cy 2
1w = )4l < =7 [ fllzoo el

Proposizione 7. Siano Q un aperto di misura finita in R?, f € LP(Q) per un qualche p > 7, ed A una matrice
simmetrica a coefficienti variabili su € tale che

(1d < A(z) < LId  per ogni x €€,

dove 0 < ¢ < L sono costanti. Allora la soluzione debole u € H}(Q) di

—div(A(z)Vu) = f in Q, u e Hy(Q),
¢ limitata e si ha la stima
2p—d
lullzoe < Cagnell G ) i,

In particolare, quando p = oo,

[lul|ee < Caell fll [ aiz [|u ||ZJ1r(ZQ

Proof. Sia

M = sup u(z).
€N

Allora, per ogni t € (0, M) abbiamo

C
M —t < CQ [/ dove C= %Hf”m e O ={u>t}

Di conseguenza
(M —t)7%3 < 0750



e integrando per ¢t € (0, M) otteniamo

d
A{l+§§j3 M d d d
T = [ - e <05 [ un < 0B ulg)
T+5,= 0 Q
il che conclude la dimostrazione. O
Proposizione 8. Siano Q un aperto di misura finita in R, f € LP(Q) per un qualche p > %, ed A una matrice

simmetrica a coefficienti variabili su ) tale che
(1d < A(z) < LId per ogni z €€,
dove 0 < £ < L sono costanti. Allora la soluzione debole u € H}(Q) di

—div(A(z)Vu) = f in Q, u € HL(Q),
¢ limitata e si ha la stima
pd 4p—2d
—2d+pd —2d d
lullee < Capell fll 5" Mlull ) ™ -

In particolare, quando p = oo,
_d_ _4
lull e < Caell FIFE lul 2y -
UNA STIMA L°° PER LE AUTOFUNZIONI DEL LAPLACIANO CON CONDIZIONI DI DIRICHLET

In questa sezione dimostrereremo il teorema seguente.
Teorema 9. Sia 2 un aperto di misura finita in R e sia u € H}(Q) una soluzione di
—Au=Xu in Q, u € HY(Q), /u2d:c:1.
Allora, u € L e si ha la stima !
ull Lo < CaA™,
dove Cy & una costante dimensionale.
Limitatezza delle autofunzioni. Siano p > 4/2 e Q un aperto di misura finita in R%. Sia
Rq: L*(Q) = Q
I'operatore risolvente del laplaciano. Allora,
IR (f)llL < Clfllze, perogni f e LP(Q).

e quindi Rq puo essere esteso ad un operatore lineare continuo

Rq : LP(Q2) — L*°(Q))
con norma che dipende solo dalla dimensione d e la misura |Q|.

e Se d < 3, allora prendendo p = 2, abbiamo che d/2 < p = 2 e quindi
Rq : L*(RY) — L>=(RY)
¢ un operatore limitato per d = 1,2, 3. Siccome u ¢ soluzione di
—Au=Xlu in Q
e u € L?, abbiamo che u € L.
e Supponiamo ora che d > 4. Per la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev abbiamo che
Rq : L*(R?) — L? (RY)
2d

¢ un operatore limitato dove 2* = ——

d—2’
e Se la dimensione d & 4 oppure 5, allora per
2d
2F = —— >
d—2—

|

e quindi la composizione
R% := Rg o Rq : L*(RY) — L*(RY)
puo essere estesa ad un operatore continuo e limitato
R% : L*(RY) — L°°(RY).



5

Lemma 10. Sia Rq : L*(Q) — L?(Q2) Uoperatore risolvente associato al Laplaciano con condizioni di Dirichlet
su un aperto Q C RY di misura finita. Allora esiste una costante N che dipende solo dalla dimensione d tale
che la composizione

RY : L*(Q) — L*(Q)
puo essere estesa ad un operatore limitato

RY : L*(Q) — L>=(9).
Proof. Possiamo supporre che d > 6. Sappiamo che Rq € un operatore continuo:

Ro:L? —L* e Rg:L%— L™

Teorema si Riesz-Thorin. Sia T un operatore continuo
T:LPo — L9 e T:LPr — L9,
Allora, per ogni 6 € (0, 1), 'operatore

T:LP¢ — L9
& continuo, dove py e gp sono tali che
1 1-0 0 1 1-60 6
— = +— e == +—.
bo Po b1 de q0 0
Di conseguenza, per ogni
p € [2,9/2],

Ioperatore
Rq: LP — LY dove q::p(l—i—p),
¢ limitato. Siccome 2 ha misura finita e

)

QU
\
=
SIS

anche l'operatore
Rq: LP — [P/,
& limitato. Di conseguenza, esiste n tale che
Ry L* = IP

¢ limitato dove

In conclusione,
Ro:L? - L% | RS L* — LP, Ro:LP — L™
sono operatori limitati e quindi anche la composizione
+2 .72
R™ L7 = L™
¢ un operatore limitato. O

Dimostrazione di Teorema 9. Sappiamo che la soluzione u del problema
—Au=Xu in Q, u € H(Q), /uzd:rzl
Q
¢ in L>°(Q2). Allora, per Proposizione 8, abbiamo che

_d_ _4_ 4 _d_
[ulloe < CallMull et ullz2(q) < Ca AT Jlull L&

e quindi

_d
Jul| 752 < Cq A
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